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Hierarchiczna estymacja bayesowska - jedng z czesciej stosowanych wspotczesnie
metod estymacji dla matych obszarow.

w0t Liczne publikacje w ostatnich latach, w tym prace doktorskie autorstwa Martina

Vogta (2010) i Benmei Liu (2009) oraz prace Milany Karaganis (2009).

"Wymagana jest znajomos¢ rozktadow a priori f(A) zaréwno dla parametréw

rozwazanego modelu, jak i rozktadow warunkowych f(u,y[A) parametréw matych

obszarow u (przy zadanych wartosciach parametréw modelu) z uwzglednieniem
danych y pochodzacych z badania.

Zastosowanie twierdzenie Bayesa pozwala na uzyskanie rozktadu a posteriori f(u/y).
W prostych przypadkach — rozktad mozna wyznaczy¢ analitycznie

Bardziej ztozone przypadki wymagajg zastosowania specjalnych metod
obliczeniowych z uzyciem metod MCMC (Markov Chain Monte Carlo — metody
Monte Carlo dla tancuchéw Markowa),

Najczesciej realizowane jest to numerycznie za pomocg tzw. probnika Gibbsa (Gibbs o

sampler).
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o] Hlerar hlc na estymaqa bayesowska (HB) —

a matych obszarow

Zéiéémy, ze musimy otrzymaé nastepujacy rozktad a posteriori:
I f(uly)=[f(u2]y)d2
w1 Uzywajac wnioskowania bayesowskiego dostajemy nastepujaca
a0/ zalezno$é f N
fuly) = s D)
f,(y)

gdzie, f,(y) jest rozktadem brzegowym i ma posta¢

f(y)= [f(y, 21 2)f (A)dud2
Jak to juz wspomniano we wprowadzeniu w konkretnych
przypadkach do przeprowadzenia takich obliczen potrzebna _
jest znajomosc¢ rozktadoéw a priori, ktére mozna uwzgledni¢
przy konstruowaniu konkretnych modeli dla matych —
obszarow.
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p -..-.Ro.zwazényamOdel — model typu A

5700

W rozwazanym tutaj przypadku bierzemy pod
uwage model dla matych obszarow typu A, czyli
tzw. podstawowy model poziomu obszaru (ang.
Basic area level model), ktory jest postaci

)

.—z 'B+bv +e

Gd2|e¢91est estymatorem badanej cechy dla—
maiego obszaru i, z; jest wektorem zmiennych
objasniajacych,B8 jest wektorem wspotczynnikow
regresji, b, s3 znanymi dodatnimi statymi, v,
okresla btad modelu, zas e; okresla biqd
wynikajacy ze schematu losowania.
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o 1" Rozwazany model

wof * —z; “Iozenla dla parameterow

ZakIada 5|e ponadto czesto ze wartos¢ sktadnika v; tworzg
zmienne o0 niezaleznym rozktadzie (independent and
@i identically distributed — iid) o nastgpujacych wtasnosciach

£700 — — 2

- Em(Vm) _O’Vm(vi) =0,

gdzie E,_ oznacza wartosc oczekiwang skfadnika v dla modelu,
zas V_ wariancje dla modelu. Z kolei o btedach wynikajacych —

ze schematu losowania (dla ocen bezposrednich) zaktada sie,

ze
E,(e16)=0V.(e16) =y, -

Przyjmuje sie rowniez, ze btedy szacunku dla ocen —

bezposrednich ¢; s rowniez znane.
m s
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«~ Model hierarchiczny — gtowne zafozenia

Na podstawie poprzednich zatozen oraz przyjmujac, ze znany jest

mop - oprécz rozktadéw ocen bezposrednich réwniez rozktad btedu

4800

5750
5700

modelu o2 , ktéry ma posta¢ odwrotnego rozktadu Gamma
G1(a,b) (gdzie a jest wspoétczynnikiem ksztattu, zas b

..I"  wspotczynnikiem skali) mozemy zapisa¢ model hierarchiczny w

nastepujgcej postaci

(i) 0,16, 8,67 ~ind N(&,,;), i=1,...m

(i) .| 8,07 ~ind N(ziT,B, bf(fvz)i=1,--,m

(iii) T (B) 1

(iv) 62| 5,0,0 ~G*(a,b)

Jest to przypadek znanego o2 oraz ,ptaskiego” rozktadu a priori dla
8, dany przez f(8) «1.

Zaktadamy, tez ze (w odrdznieniu od modelu (10.3.1) z podrecznika -
Rao), ze znana jest wartos¢ parametréow a i b dla rozktadu 0,2, co— _
naszym zdaniem - jest dobrym przyblizeniem dla modelu z punktu
10.3.3 podrecznika Rao.
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‘ Model hierarchiczny —

- przyjete wartosci'dla rozktadu Gamma

r_.;l.n_yL
Wartosci tych parametréw - wyznaczone na podstawie empirycznego rozktadu ocen
btedow modelu pochodzacych z modeli regresji liniowe;j.

A'T’ Zatozenie o identycznych co do definicji zmiennych objasniajgcych

ol Zblizone co do zmiennosci wartosci ocen zarédwno ocen bezposrednich jak i
6800 K

5750} parametrow regresji liniowej B dla modelu
57004

~ Przyblizenie takie moze prowadzi¢ do poprawnych ocen a posteriori dla rozwazanego
modelu. Zgodnie z sugestig Rao (str. 237) ,,gdy zaktada sie o 6,2, ze jest znane oraz
f(8)o1, podejscia HB oraz BLUP w warunkach normalnosci prowadzg do .
identycznych estymacji punktowych oraz miar zmiennosci”.

Model (10.3.1) u Rao nie uwzglednia w petni zmiennosci 0,2, co skutkuje zgodnoscia
ale dla bardziej uproszczonych mlar wariancji (por wyrazenie (7.1.6) u Rao).

H —
MSE(H ) E(Q _6) gli (O-v)+g2i (O-v)
Uwzglednienie tej zmiennosci prowadzi naszym zdaniem do ocen zgodnych z

szacunkami EBLUP (a wiec uwzgledniajgcych petng zmiennos¢ modelu). Dalszg
dyskusje na ten temat przedstawimy w czesci eksperymentalne;j.
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= Metody Mq
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nte Carlo dla tanncuchoéw Markowa
Alonte Carlo - MCMC)

L Przyjmijmy, ze n=(u",AT)" jest wektorem parametrow dla matych
obszarow u oraz parametrow modelu A

, Dla bardziej ztozonych modeli, wylosowanie préby z tgcznego rozkiadu,
moze by¢ trudne ze wzgledu na ztozona posta¢ mianownika f,(y).

250l Zastosowanie metody MCMC pozwala na unikniecie takich trudnosci.

{’ 7‘} !:l ,

" Konstruuje sie tutaj faricuch Markowa {n,k=0,1,2,...}, taki , ze rozktad
n®) jest zbiezny do rozktadu jednoznacznie stacjonarnego (lub
niezmienniczego — invariant) danego przez f(n|y), okreslonego jako —
n(n).

Pomijajac poczatkowo wylosowane wartosci (w ramach tzw. symulacji
wstepnej — burn in, ktdorej dtugos¢ wynosi d), otrzymujemy D —
niezaleznych préb n(@,..., n(@*?) wylosowanych na podstawie rozktadu
celu f(n|y). Préba taka jest niezalezna od punktu startowego n(@ =




onp Metocilv Mbﬁnte‘ Carlo Idla tancuchéw Markowa

“" Taka  konstrukcja tfancucha Markowa wymaga, aby

jednoetapowe (one-step) prawdopodobienstwo przejscia
(transition probability) P(nk*|n)) zalezato tylko od

|+ biezgcego stanu nf.

= Prowadzi to do stwierdzenia, ze prawdopodobienstwo

700 warunkowe nf**1), przy okres$lonym n(,...,n® nie jest zalezne
od historii tancucha {n(@,...,nk1}. Spetniony tutaj musi by¢

warunek stacjonarnosci dla jadra przejscia

[7 0 )PG 1n*)dn® =2y )
Réwnanie powyzsze pokazuje, ze jesli n® mozna uzyskac z (),
wtedy réwniez n**1) mozna uzyskac z ne(:)
Konieczne jest réwniez, aby zapewnié, ze rozktad n® dla
danego n®, oznaczony przez P¥(nK|nf) zbiega do m(n™), —
niezaleznie od tego jakiego dokonamy wyboru dla n(?.
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k Gibbsa - wprowadzenie
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Realizacje obliczeniowg metod MCMC mozna przeprowadzi¢ przy
pomocy tzw. probnika Gibbsa.

" Prébnik Gibbsa zaktada, ze ciag probek r)(") uzysku;emy dznelac
wektor n na bloki n,,...,n,. Bloki te moga zawierac jeden lub WIQCE]
elementow. PrzykIadowo dla podstawowego modelu poziomu
obszaru, mamy pu=(%,...,9 )T-ﬂ oraz A=(8%02)". W takim
przypadku n moze sktadac 5|e z nastepujacych blokow: n1-6
n,=9,..., m+1)-:9 Nme2)~ 2, przy czym r=m+2. Wymagane jest
aby zacho zit nastepujacy zbior rozktadéw warunkowych Gibbsa

finy| Nysnyy) f(n3| (NN 3oy Y Dy S0, N gpeees N1 V).

Probnik Gibbsa wykorzystuje wspomniane prawdopodobienstwa
warunkowe do skonstruowania jadra przejscia, P(-| -), takiego, ze —
rozktad stacjonarny otrzymanego tancucha Markowa jest rowny
n(n)=f(nly). Wynik ten jest konsekwencjg faktu, iz f(n|y) jest —
jednoznacznie okreslone przez zbior warunkow Gibbsa.

|
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‘ , k Glb*)sa - algorytm

kll;

Krok 0 W blerz punkt startowy n® dla komponentéw
n,",. ,n,(") przyjmujac k jako réowne 0. Mozna na przyktad

~ wybrac¢ jako punkty poczatkowe szacunki metodg REML

..I" dla parametrow modelu A oraz szacunki EB dla parametru

w0 Y. Mogaq to by¢ jednak dowolnie dobrane punkty.

75l Krok 1. Wygenerowaé nlk*?)=(n (k*1), . n (k*1)) w nastepujacy

sposob: Wylosowac ’71(k+1 korzystajqc z rozktadu

f(nllnzf") ,n,(") y), nastepnie wylosowa¢ n,**!) z rozktadu

fin,|n,* 1) ,n3™,...,n"My) ..., na koniec wylosowac n k1) z —

rozkiadu f(n,| 111”‘*1) ,n**,y)

Krok 2. Przyja¢ k=k+1 oraz przejdz do kroku 1.

Kroki 1-2 okre$laja jeden cykl dla kazdego k. Sekwencja {n/} —
wygenerowana przez probnik Gibbsa jest tfancuchem
Markowa ze stacjonarnym rozktadem rt(n)=f(n|y) ]
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Liczba obs.

"'kiad emélryczny btedu modelu
many dla* regresji liniowej

Rozktad empiryczny btedu modelu uzyskany na podstawie
modeli regresji liniowe] dla dochodu rozporzadzalnego w powiatach
z uzyciem danych z Badania Budzetdw Gospodarstw Domowych

oraz zmiennych z rejestru POLTAX dla lat 2003 | 2004 (dopasowanie-rozktad Gamma)
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wy dla programu
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model
{

& for(pin1:N){

%00F Y[p] ~ dnorm(mu[p], tau[p])

“L' mu[p] <- alpha[1] + alpha[2] * A[p] + alpha[3] * B[p] + alpha[4] * C[p] + alpha[5] * D[p] + alpha[6] *
57500 E[p] + alpha[7] * F[p] + alpha[8] * G[p] + u[p]

500t u[p] ~ dnorm(0, precu)

}

precu ~ dgamma (a0,b0)

alpha[1] ~ dflat()

alpha[2] ~ dflat()

alpha[3] ~ dflat()

alpha[4] ~ dflat()

alpha[5] ~ dflat()

alpha[6] ~ dflat() =
alpha[7] ~ dflat()
alpha[8] ~ dflat()
sigmau<-1/precu
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project— okreslenie parametrow
1'i'przeprowadzenie symulacji

# determining the model parameters
model_HB <- paste("C:/Documents and Settings/PTS/Moje dokumenty/model_kongres_demo.txt", sep ="")
infilel <- "codal.txt"

. infile2 <- "coda2.txt"

indfile <- "codaindex.txt"
burn_in <- 3000

. zmienna <- "dochg"

a0 <- dochg_shape

b0 <- dochg_rate

data <- list(N=N, Y=Y, tau=tau, A=A, B=B, C=C, D=D, E=E, F=F, G=G, a0=a0, b0=b0)
model<-Im(Y~1+A+B+C+D+E+F+G)

mod_smry <- summary(model)

alpha <- as.vector(mod_smryS$coefficients[,1])

sigma_2 <- (mod_smryS$sigma)*(mod_smryS$sigma)

precu <- 1/sigma_2

u <- vector(mode = "numeric", length = N)

inits <- list(list(alpha=alpha, precu=precu, u=u),list(alpha=alpha, precu=precu, u=u))

parameters <- ¢("mu",

alpha", "precu", "u") =1

# simulations - WinBUGS call

sim_HB <- bugs(data, inits, parameters, model_HB,n.chains=2, n.burnin = 1, n.iter=10000, n.thin = 1, codaPkg=TRUE) "]
resultsl <- read.coda(infilel, indfile, 2, 10000, 1)

results2 <- read.coda(infile2, indfile, 2, 10000, 1)
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[woZacunkidladgchodu rggporzqdzalnegd oraz ich precyzji i redukcji wzglednego btedu
00 50} estymacji-ljpaiopolskie cz.1

Dochdd rozporzadzalny

&7 Szacunki bezposrednie Szacunki dla metody EBLUP Szacunki dla metody HB Redukcja REE
(NUTS-4 ) Ocena Btad REE Ocena Btad REE Ocena Btad REE

parametru  szacunku (%) parametru  szacunku (%) parametru szac. (%) REML HB
' bochenski 518,43 33,13 6,39 52514 31,79 6,05 523,74 31,28 597 1,056 1,070
01| brzeski 41825 32,80 7,84 436,81 31,77 7,27 43223 3096 7,16 1,078 1,095
' chrzanowski 734,24 2209 301 73463 2226 303 73415 2190 298 0,993 1,009
5750/ dgbrowski 553,59 106,13 19,17 480,11 66,72 13,90 490,32 71,80 14,64 1,379 1,309
U0 gorlicki 460,38 14,97 325 46459 1506 324 46379 1502 324 1,003 1,004
krakowski 617,31 22,41 3,63 62305 2217 356 62227 21,81 351 1,020 1,035
limanowski 576,63 69,00 11,97 527,75 53,08 10,06 536,88 54,61 10,17 1,190 1,176
miechowski 538,66 7,31 1,36 539,06 731 136 53896 7,31 1,36 1,001 1,001
myslenicki 47563 36,64 7,70 49448 3497 7,07 49201 3384 688 1,089 1,120
nowosadecki 540,52 27,76 514 529,10 27,26 515 531,27 26,97 508 0,997 1,012
nowotarski 525,31 34,79 6,62 514,30 33,22 6,46 518,01 32,16 6,21 1,025 1,067

olkuski 67592 84,13 12,45 67593 66,35 9,82 676,95 67,77 10,01 1,268 1,243

oswiecimsKi 732,83 30,13 4,11 726,44 29,82 4,10 72856 29,01 3,98 1,002 1,032
proszowicki 611,29 56,11 9,18 582,99 49,62 8,51 593,89 49,39 8,32 1,078 1,104
suski 666,01 51,49 7,73 615,90 44,93 7,30 628,43 4505 7,17 1,060 1,079
tarnowski 427,53 26,72 6,25 431,84 27,52 6,37 429,27 26,25
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s Szacunki
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Powiat
(NUTS-4)

tatrzanski
wadowicki
wielicki

m. Krakéw
m. Tarnow

Ocena
parametru

529,82
530,13
736,62
876,75
713,46

Btad
szacunku

45,91
62,80
68,03
1,03
1,84

a8s0 9400

Szacunki bezposrednie

REE

(%)
8,67

11,85
9,24
0,12
0,26

Q850

dzalnego oraz ich precyzj

tymacji-maiopolskie cz.2

Szacunki dla metody EBLUP

Ocena
parametru

531,46
554,40
700,67
876,74
713,46

Szacunki dla metody HB

i i redukcji

Dochéd rozporzadzalny

Redukcja REE

Btad REE Ocena Bfad REE REML HB
szacunku (%) parametru szac. (%)
44,27 8,33 530,19 4290 8,09 1,040 1,071
50,37 9,09 55255 50,79 9,19 1,304 1,289
56,16 8,02 713,04 55,65 7,80 1,152 1,183
1,08 0,12 876,75 1,03 0,12 1,000 1,004 —
1,84 026 71345 18 0,26 1,000 0,999
k| 019
005 l} 0 1;’
':H:II[I L} T L T “’; T 1 Vl
8700 6300 6300 7000 630 6400 650
mul3] sample: 10000
01% 02
01 RTAD S i, Ul‘ff
005 & 2 A
0 l"i ‘39«\ *} (;%‘ ”'l'
l. é_’ . )
800 570 580.0 é{c,\ z
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=i Rys.2. Wykres obserwowanych wzgledem przewidywanych dla

7000 6550}
soof . .dochodu rozpy rzadzalnego atrzymanego z uzyciem estymacji

800 ) BAl ||:l oo
| bezposredrlej; uproszczonej estymacu EB, estymatora EBLUP oraz
DIU'_![
uhlerarchlcznej estymiacji bayesowskiej - matopolskie
fteraton
Dochdd rozporzadzalny dla powiatdw - matopolskie
muf3)
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feraton
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feraton

1.30 1.00 110

115

1.00

1.04

1.00

12 13

10 141

(BN

mui <)

gnostyczne BGR szacunkéw z modelu dla dochodu
ego'otrzymanego z uzyciem prébnika Gibbsa

muf[1] muf2] mu[3] muf4] mu[5] mu[6]
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ool W prezéntatjl wykazano przydatnos¢ szacunkéw wykonanych z
' uzyciem hierarchicznej estymacji bayesowskiej w przypadku
znanych wartosci hiperparametrow modelu.

 Pokazano istnienie pewnej zgodnosci miedzy szacunkami z uzyciem
@i takiej metody oraz szacunkami z uzyciem innych technik dla
.;".,LZ matych obszaréw, w tym metody EBLUP.

a0, Z uwagi na dobre witasnosci przedstawionych w pracy obliczen
symulacyjnych (brak autokorelacji i stabilnos¢ symulacji, oraz
praktycznie zaniedbywalny okres symulacji wstepnej) mozna
sqdzi¢, iz podejscie takie moze znalez¢ zastosowanie praktyczne. —

Charakterystyczna jest tutaj tez nieco wieksza przecietnie
efektywnos¢ obliczen dla techniki HB niz dla EBLUP, cho¢ dla
stabiej dopasowanych modeli nie musi to by¢ reguta.

Pewnym mankamentem jest tutaj koniecznos¢ posiadania wstepnego
materiatlu empirycznego, dla ktorego wyznaczany jest rozktad
parametru o,2. W przypadku modeli dla powiatow jest to jednak —
mozliwe i moze byc¢ korzystne ze wzgledow praktycznych.
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